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w xDans 10 , nous definissons des operateurs de type Fourier]GrassmannÂ Â
 . pour l'algebre de Hecke H G, U, | , du groupe general lineaire G sur leÁ Â Â Â
.corps fini F , relative a son sous-groupe unipotent maximal superieur U.Á Âq
En plus, nous annoncËons que ces operateurs representent le groupe deÂ Â
w xtresses et donnent une presentation de l'algebre H. Dans 11 , a l'aide deÂ Á Á
 .ces operateurs, nous construisons un G, N -module S qui donne uneÂ
correspondance entre les representations de Steinberg generalisees etÂ Â Â Â
certaines representations du normalisateur N du sous-groupe des matricesÂ
diagonales T de G. Remarquons que dans ce cas N s'identifie au produit
w xsemi-direct W h T , ou W est le groupe de Weyl de G. Dans 10, 11 nousÁ
avons utilise fortement l'action de G sur l'ensemble des drapeaux deÂ
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vecteurs sur F . L'objectif de ce travail est de definir les operateurs de typeÂ Âq
Fourier]Grassmann pour un groupe de Chevalley simple G, puis d'etudierÂ
w xles resultats de 10, 11 dans ce contexte. Ainsi, on a obtenu notamment:Â
v  .Theoreme 2.15 Ces operateurs representent le groupe de tressesÂ Á Â Â
associe au groupe de Weyl de G. En outre, avec les operateurs d'homothe-Â Â Â
 .ties, ils definissent une presentation de l'algebre de Hecke H G, U, | , ouÂ Â Á Á
U est le radical unipotent d'un sous-groupe de Borel B de G.
Nous remarquons que les relations de commutation de la presentationÂ
que nous donnons sont analogues, sauf la relation quadratique, a cellesÁ
w xdonnees par T. Yokonuma dans 14 , et a celles donnees par N. IwahoriÂ Á Â
w x.dans le cas de l'algebre de Hecke de G relative a B, voir 8 .Á Á
Dans le cas ou la matrice de Cartan de G est symetrique, on aÁ Â
v  .Theoreme 4.7 La construction d'un G-module S qui est moduleÂ Á
de representation du groupe de Weyl W de G.Â
v  .Theoreme 5.9 On a une correspondance, dans S , entre les repre-Â Á Â
sentations de Steinberg generalisees de G et certaines representations duÂ Â Â Â
produit semi-direct W h T , ou T est un tore maximal de B.Á
Â1. PRELIMINAIRES
 .Soit G un groupe de Chevalley fini simple sur le corps a q elements K.Á Â Â
Nous regardons G comme le sous-groupe des points fixes par l'endomor-
.phisme de Frobenius d'un groupe algebrique lineaire reductif. Soit T unÂ Â Â
tore maximal de G, et B un sous-groupe de Borel de G tel que T : B. On
a, B s TU s UT , ou U est le radical unipotent de B.Á
Soit F un systeme de racines de G par rapport a T , et Fq le systemeÁ Á Á
de racines positives de G par rapport a B. On notera D l'ensemble desÁ
racines simples positives. Nous rappelons que pour chaque a g Fq, il y a
 .un homomorphisme correspondant f de SL 2, K dans G. Posonsa
r 0 =h r [ f r g K , .  .a a y1 /0 r
et
0 1
v [ f .a a  /y1 0
  . =4On notera T le sous-groupe a 1-parametre de T , T s h r ; r g K .Á Áa a a
 q.On sait que v a g F appartient au normalisateur N de T dans G,a
et il lui correspond alors un element w dans le groupe de Weyl W [ NrTÂ Â a
de G. Nous designerons par z la projection canonique de N sur W. PosonsÂ
 4  .S s w ; a g D , alors W, S est un systeme de Coxeter; donc W est unÁa
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groupe de Coxeter avec la presentation suivanteÂ
mab2W s w ; w s 1, w w s 1, a , b g D , . ;a a a b
ou m est l'ordre de w w .Á ab a b
On notera l la fonction longueur sur W relativement a S.Á
 .Soit A la matrice de Cartan de G. On sait que A [a , b a , b g D a , b
 :  .  .  .a , b s 2 a , b r b , b , ou , est le produit scalaire de l'espaceÁ
euclidien ou se realise le systeme de racines F.Á Â Á
 . w y1Le groupe de Weyl de G agit sur T par w, t ¬ t s v tv , ou v g NÁ
 .est tel que z v s w.
=  . y1LEMME 1.1. Soient r g K et a , b g D, on a alors v h r v sa b a
 .  y a , b :.h r h r . En particulierb a
v v h r vy1vy1 s h ry a , b : h r a , b : b , a :y1 . .  .  .b a b a b a b
< < y1 y1LEMME 1.2. Si D G 2, alors l'homomorphisme h: t ¬ v tv t de Ta a
dans T est surjectif.a
 .Demonstration. Soit h r dans T . Nous choisissons b g D tel queÂ a a
3 :  .  .  .  .a ,b s y1. En prenant t s h r h r , on obtient h t s h r .b a a
Notations. Si p est un caractere d'un sous-groupe H de G, on noteraÁ
p G la representation induite a G de la representation de H associeeÂ Á Â ÂH
 . < <y1  y1 .a p . Nous designerons par e H l'idempotent H  p h h, deÁ Â p hg H
w x Gl'algebre de groupe C G de G. Nous realisons p comme l'ideal a gaucheÁ Â Â ÁH
w x  . w x  .C G e H de C G . On notera H G, H, p l'algebre des endomor-Áp
 .phismes nous l'appellerons algebre de Hecke de la representation induiteÁ Â
G  . w xp . D'apres ce qui precede, H G, H, p s'identifie a l'algebre des C G -Á Â Á Á ÁH
w x  .endomorphismes de C G e H .p
Â Â2. LES NOUVEAUX GENERATEURS
 .  . w x  .Posons e U s e U et M s C G e U . Cela revient a dire que M estÁ1
l'espace de la representation induite |G.Â U
On sait que G est egal a la reunion disjointe des doubles classes UnUÂ Á Â
 .n g N . Donc, les elements de la base standard de l'algebre de HeckeÂ Â Á
 .H s H G, U, | de G relative a U sont parametres par ces doubles classes.Á Â Â
 .De maniere plus explicite, on notera R n g N l'operateur dans H,Á Ân
 .  .  .R : e U ¬ ne U . Si n est egal a v a g D , on ecrit alors R au lieuÂ Á Ân a a
de R .n
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 w x.PROPOSITION 2.1 Yokonuma 14 . L'algebre de Hecke H est engendreeÁ Â
 .  .par les operateurs: R a g D , R t g T .Â a t
 = .Designons par H s g K , a g D l'operateur dans H associe a laÂ Â Â Áa , s
 .  .  .  .double classe Uh s U s h s U de h s , c'est-a-dire, H : e U ¬Áa a a a , s
 .  .h s e U .a
 .Pour a g D et u un caractere du groupe K, q , nous definissons laÁ Â
1  .somme de Gauss Q a des operateurs parÂ
Q a [ u s H . .  . a , s
=sgK
 .Dans le cas ou u est le caractere trivial, on notera I a cette somme.Á Á
 w x.  . THEOREME 2.2 Yokonuma 14 . Les generateurs R a g D , R t gÂ Á Â Â a t
.T definissent une presentation de l'algebre H, a¨ec les relations:Â Â Á
R R X s R X R tX g T 2.2.1 .  .t t t t
R2 s qH q R I a 2.2.2 .  .a a , y1 a
R R s R X R , ou tX s v tvy1 2.2.3 .Áa t t a a a
R R R ??? s R R R ??? , ou m est l 'ordre de w w b g D . .Áa b a b a b a b a b^ ` _ ^ ` _
m mab a b 2.2.4 .
 4On sait que R ; t g T est un groupe d'operateurs isomorphe a T.Â Át
 .Alors le groupe de Weyl opere sur ce groupe par: w, R ¬ R .Á t w t
Ainsi, nous pouvons faire agir W sur les sommes de Gauss d'operateurs.Â
 .  .Plus precisement, si on note Q wa l'action de w g W sur Q a sÂ Â
 .= u s H , alorssg K a , s
Q wa s u s R X sX swh s . .  .  . . s a
=sgK
 .  .COROLLAIRE 2.3. Pour tout a , b g D, on a R Q b s Q w b R .a a a
 .Demonstration. C'est une consequence 2.2.3 .Â Â
y1 .  .=On notera Q a la somme des operateurs  u r H . Du corol-Â r g K a , r
laire 2.3, on deduitÂ
R Q a s Q a R . 2.4 .  .  .a a
1  .Cette denomination est due au fait que la restriction de Q a a certains sous G-modules,Â Á
est un operateur d'homothetie dont le rapport est une somme de Gauss classique. Voir plusÂ Â
 .loin 5.5.2 .
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 .  .En outre, dans le cas ou u est le caractere trivial, on a I a s I a , et onÁ Á
 .en deduit que R commute avec I a .Â a
PROPOSITION 2.5. Soient u un caractere de K et a g D, on aÁ
Q a I a s Q a I a s yI a , si u n'est pas le caractere tri¨ ial. .  .  .  .  . Á
2.5.1 .
qH y I a si u / 1 .a , y1
Q a Q a s 2.5.2 .  .  . q y 1 I a si u s 1. .  .
 .2  .  .En particulier I a s q y 1 I a .
 .Demonstration. 2.5.1 On aÂ
Q a I a s u r H rs s t .  .  .  . a , r s
=r , sgK
s u r H . a , t
=r , tgK
s yI a . .
 .2.5.2 On a
y1Q a Q a s u r H u s H .  .  .  . a , r a , s
= =rgK sgK
s u r q sy1 H rs s t .  . a , r s
=r , sgK
s u 1q t sy1 H , .  a , t /
= =tgK sgK
x  . x  .ou u x g K est le caractere de K defini par u : y ¬ u xy . Ainsi, selonÁ Á Â
que t est egal a y1 ou non, on obtientÂ Á
1q t y1Q a Q a s u s H q q y 1 H .  .  .  .  a , t a , y1 /
st/0, y1
s qH y I a si u / 1. .a , y1
Si u s 1, l'assertion est claire.
Dans la suite nous fixerons un caractere non trivial c du groupe additifÁ
 .  .=de K. Alors C a [  c r H .r g K a , r
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 w x.DEFINITION 2.6 cf. la definition 1.2 de 11 . Pour a g D nous definis-Â Â Â
sons les operateurs sui¨ ants de H :Â
J s qy1 I a q R C a , 4 .  .a a
et
y12P s q y 1 I a q R I a . 4 .  . .a a
PROPOSITION 2.7. Pour a g D, on a
 . 22.7.1 P s Pa a
 . 2  y2 .2.7.2 J s 1 q q y 1 Pa a
 . y12.7.3 P J s J P s yq P .a a a a a
 .Demonstration. 2.7.1 Elle resulte d'un calcul direct.Â Â
 .2.7.2 On a
q2 J 2 s q y 1 I a q I a R C a q R C a I a .  .  .  .  .  .a a a
q R C a R C a .  .a a
2s q y 1 I a y 2 R I a q R C a C a d'apres 2.4 .  .  .  .  .  . .Áa a
s q y 1 I a y 2 R I a .  .  .a
q qH q R I a qH y I a . .  . .  .a , y1 a a , y1
 . 2 2 2 2  .  .D'apres 2.5.2 et comme H s 1, on a q J s q y I a y R I a ,Á a , y1 a a
d'ou l'assertion.Á
 .2.7.3 C'est la consequence d'un calcul direct.Â
 .COROLLAIRE 2.8. Les operateurs J a g D sont in¨ersibles. En plus,Â a
on a
Jy1 s J q qy1 y q P s qJ 2 q J y q. .a a a a a
 .  .Maintenant, on deduit de 2.5.1 et 2.5.2 l'egaliteÂ Â Â
qJ C a s yI a q R qH y I a . .  .  . .a a a , y1
 .  2 .  .D'autre part, de la definition de P , on tire R I a s q y 1 P y I a .Â a a a
 .  . 2 2 .  .D'apres 2.7.2 , on a alors R I a s q 1 y J y I a . Ainsi,Á a a
2 2qJ C a s qR H q q J y 1 , .  .a a a , y1 a
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d'ou l'on deduitÁ Â
2R s J C a y q J y 1 H . 2.9 .  . 4 .a a a a , y1
En vertu de cette egalite et de la proposition 2.1, on obtientÂ Â
PROPOSITION 2.10. L'algebre de Hecke H est engendree par les operateurs:Á Â Â
 .  .J a g D , R t g T .a t
 .  .Maintenant, nous allons etudier les relations 2.2.3 et 2.2.4 pour lesÂ
 .operateurs J a g D .Â a
y1 y1 Or, on sait que si t g T , alors v tv t appartient a T voir lemme 2Áa a a
w x. y1  .  .Xde 14 . Donc v T tv s T t. Alors on en deduit I a R s R I a , ouÂ Áa a a a t t
X y1  .t s v tv . De cette relation et de 2.2.3 resulte la proposition suivanteÂa a
PROPOSITION 2.11. Pour tout a g D, t g T , on a J R s R X J , ouÁa t t a
tX s v tvy1.a a
Dorenavant, G est un groupe dont la matrice de Cartan est symetrique.Â Â
Au §3 nous demontrerons le theoreme suivantÂ Â Á
 .THEOREME 2.12 Relation de tresses . Si G est un groupe de Che¨alleyÂ Á
dont la matrice de Cartan est symetrique, alorsÂ
J J ??? s J J ??? , ou m est l 'ordre de w w .Áa b b a a b a b^ ` _ ^ ` _
m mab a b
COROLLAIRE 2.13. Pour a , b g D, on a
 .2.13.1 L'operateur J commute a¨ec P , si m s 2Â a b a b
 .2.13.2 J J P s P J J , si m s 3.a b a b a b a b
Demonstration. La premiere affirmation est consequence du theoremeÂ Á Â Â Á
 .ci-dessus et de 2.7.2 .
 .Maintenant, d'apres 2.7.1 on a,Á
y1y2 2J J P s q y 1 J J J y 1 .  .a b a a b a
y1y2s q y 1 J J J J y J J .  .a b a a a b
y1y2s q y 1 J J J J y J J d'apres theoreme 2.12 . . Á Â Á .  .b b a b a b
y1y2 2s q y 1 J y 1 J J .  .b a b
s P J J d'apres 2.7.2 . . .Áb a b
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 w x w x.D'un resultat bien connu de Matsumoto voir 13 ou 64.20 de 3 et duÂ
theoreme 2.12, on en deduit l'existence d'une fonction f sur le groupe deÂ Á Â
 .Weyl W de G a valeurs dans H qui verifie les conditions suivants: f 1 s 1Á Â
 .  .et f w s J ??? J si w s w ??? w a g D est une expression reduiteÂa a a a i1 l 1 l
de w. Or, le groupe de Weyl W opere sur T , l'action d'element w de W surÁ Â Â
y1  .t g T est donnee par wt s ntn , ou n g N est tel que z n s w. Ainsi,Â Á
nous pouvons considerer le produit semi-direct N s W h T. En outre,Â sd
 .on peut etendre f en une fonction F: N ª H, telle que F t s RÂ sd t
 .  X X .  X .  y1 X .  X X .t g T et F w t wt s F w w F w t wt t, t g T , w, w g W . En ef-
 .  .fet, il suffit de definir F wt s J R w g W, t g T . On notera J au lieuÂ w t w
 .de F w , donc J s J et J s J R .a w w t w ta
PROPOSITION 2.14. Soient w g W et a g D, alors
J J s J , si l w w ) l w 2.14.1 .  .  .a w w w aa
J J s J q q y qy1 P J , si l w w - l w . 2.14.2 .  .  . .a w w w a w aa
Demonstration. Le methode de demonstration a utiliser est standard.Â Â Â Á
 .  .Soit w s w ??? w a g D , avec l w s l.a a i1 l
 .  .  .  .2.14.1 Supposons l w w ) l w , alors l w w s l q 1, et par defini-Âa a
tion J s J J ??? J s J J .w w w w w a wa a a l1
 .  .  .  . X2.14.2 Dans le cas ou l w w - l w , on a l w w s l y 1. Si w sÁ a a
 X.  X.w w, alors on a l w s w w ) l w . Ainsi, de la premiere partie, on tireÁa a
J s J J X . On obtient doncw a w
J J s J 2 J Xa w a w
s 1 q qy2 y 1 P J X . .a w
s J X q q y qy1 P J J X d'apres 2.7.3 . . . Áw a a w
s J J q q y qy1 P J d'apres 2.14.1 . . . . Áw w a wa
 4PROPOSITION 2.15. La famille J s J ; n g N est une base de H.n sd
 .  .  y1  ..Demonstration. D'apres 2.7.2 et 2.9 , on obtient 1 y q I a R sÂ Á a
y1 y1 .  .  .J C a H q q I a , pour tout a g D. Mais comme 1 y q I a aa a , y1
 .pour inverse 1 q I a , on tire
R s J C a H y J I a q I a . 2.16 .  .  .  .a a a , y1 a
Donc, on en deduit que J est une base du C-espace vectoriel H.Â
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 .En outre, si nous remplacËons l'expression 2.16 de R dans la definitionÂa
de P , on obtienta
q
P s I a y I a J . 2.17 4 .  .  .a a2q y 1
En resume de cette section on aÂ Â
THEOREME 2.18. Soit G un groupe de Che¨alley dont la matrice deÂ Á
 .  .Cartan est symetrique. Alors les generateurs J a g D , R t g T , a¨ec lesÂ Â Â a t
relations:
R R X s R X R tX g T 2.18.1 .  .t t t t
J 2 s 1 q qy2 y 1 P 2.18.2 . .a a
J R s R X J , ou tX s v tvy1 2.18.3 .Áa t t a a a
J J ??? s J J ??? , ou m est l 'ordre de w w b g D . 2.18.4 .  .Áa b b a a b a b^ ` _ ^ ` _
m mab a b
definissent une presentation de l'algebre H.Â Â Á
Demonstration. Pour demontrer qu'on a une presentation, on utilise lesÂ Â Â
propositions 2.14 et 2.15 et le meme raisonnement employe pour laÃ Â
w xdemonstration du theoreme 67.6 de 3 .Â Â Á
Â Â Á3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.12
Nous utiliserons le lemme suivant dont la demonstration est trivialeÂ
LEMME 3.1. Soient u un caractere du groupe additif de K, et a , b g D.Á
On a alors
¡ y a , b :u r H H si w s w . b , r a , r a
=rgK~Q wb s .
2ya , b : a , b : y1u r H H si w s w w . . a , r b , r b a¢
=rgK
Rappelons que si la matrice de Cartan de G est symetrique, alors on aÂ
 :seulement les cas: a , b s 0 ou y1, si a / b.
 :Demontrons d'abord la relation pour le cas ou a , b s 0. Alors on aÂ Á
 .m s 2. D'apres le corollaire 2.3, R commute avec C b . Alors on enÁab a
 :deduit sans difficulte la relation: J J s J J , pour a , b s 0.Â Â a b b a
 :Sous l'hypothese a , b s y1, nous allons prouver la relation: J J JÁ a b a
s J J J .b a b
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 .  .D'apres la definition des operateurs J a g D , la relation 2.4 et leÁ Â Â a
corollaire 2.3, on obtient par un calcul direct
J J J s A q R B q R C q R R D q R R Ea b a a b b a b a a b a b a b b a a b
q R2 F y R R R G ,a a b a b a a b
ouÁ
A s I a I b I a D s C w a C b I a .  .  .  .  .  .ab a b b
B s I w a C b I a E s I w w a C w b C a .  .  .  .  .  .ab b a b a b a
C s C a I b I a q I w b I a C a .  .  .  .  .  .ab a
F s C a I w b C a G s C w w a C w b C a . .  .  .  .  .  .ab a a b a b a
 .D'apres 2.2.2 on tireÁ
J J J s A q R B q R C q I a F q qH F . .a b a a b b a b a a b a b a , y1 a b
q R R D q R R E y R R R G .a b a b b a a b a b a a b
De la meme maniere, on trouve une expression comme ci-dessus pourÃ Á
le produit J J J . Il suffit pour cela d'echanger a avec b. Donc, pourÂb a b
demontrer notre assertion, il suffit de demontrer les relations:Â Â
A s A 3.2 .ab ba
B s C q I b F 3.3 .  .ab ba ba
D s E 3.4 .ab ba
G s G 3.5 .ab ba
qH F s qH F . 3.6 .a , y1 a b b , y1 ba
 .  .Demonstration de 3.2 . Elle resulte de 2.5.2 .Â Â
 .  .Demonstration de 3.3 . D'apres la proposition 2.5 , on aÂ Á
C q I b F s yI b I a y I w a I b .  .  .  .  .ba ba b
q I b I w a C b C b .  .  .  .b
s yI b I a y I w a I b .  .  .  .b
q I b I w a qH y I b .  .  . .b b , y1
s yI b I a y I w a I b q qI b I w a .  .  .  .  .  .b b
y q y 1 I b I w a .  .  .b
s yI b I a . .  .
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D'autre part, en appliquant le lemme 3.1 a B , on aÁ ab
B s c s H H y b , a : H H .ab a , r b , r b , s a , u
=r , s , ugK
s c s H H y b , a : H . a , r u b , r b , s
=r , s , ugK
s c s H H y b , a : . . a , r u b , sr
=r , s , ugK
 : y1Comme b , a s y1, si on pose r s s l, on obtient
B s c lr H H .ab a , r u b , l
=r , l , ugK
s c lk uy1 H H ru s k .  .  a , k b , l /
= =k , lgK ugK
s yI b I a . .  .
Ceci donne le resultat cherche.Â Â
 .Demonstration de 3.4 . D'apres le lemme 3.1, on obtientÂ Á
D s c r q s H H .ab a , r u b , sr
=r , s , ugK
s c luy1 q s H H y1 ru s l . .  . a , l b , slu
=l , s , ugK
 .  .D'apres le lemme 3.1, on tire I w w b s I a . On a alorsÁ b a
E s I a C w a C b .  .  .ba b
s c s q u H H d'apres lemme 3.1 .  .Á a , r s b , su
=r , s , ugK
s c ¨ry1 q u H H y1 rs s ¨ .  . a , ¨ b , u¨ r
=r , ¨ , ugK
Ainsi, D s E .ab ba
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 .  .Demonstration de 3.5 . En vertu du lemme 3.1 on a C w w a sÂ a b
 .C b , donc on obtient
G s c r q s q u H H .ab a , r s b , su
=r , s , ugK
s c r q lry1 q u H H y1 rs s l .  . a , l b , lu r
=r , l , ugK
s c u q ¨uy1 q r H y1 H ¨ s ry1 lu .  . a , u ¨ r b , ¨
=r , l , ugK
s G .ba
La derniere egalite s'obtient de la meme facËon que la premiere.Á Â Â Ã Á
 .  .Demonstration de 3.6 . D'apres 2.5.2 , on aÂ Á
qH C a I w b C a s qH qH y I a I w b .  .  .  .  . .a , y1 a a , y1 a , y1 a
s q2H 2 I w b y qI a I w b .  .  .a , y1 a a
s q2I w b y qI a I w b . .  .  .a a
2 .  .  .  .De la meme maniere, on trouve qH C b I w a C b s q I w a yÃ Á b , y1 b b
 .  .qI b I w a . D'autre part, on prouve sans dificulte les relationsÂb
I a I w b s I b I w a et I w b s I w a , .  .  .  .  .  .a b a b
 .d'ou, on tire 3.6 .Á
 .4. LE G, N -BIMODULE Ssd
 4  .Soit D s a , . . . , a , nous noterons par w 1 F i F n l'element de WÂ Â1 n i
 :associe a a . On dira que w s w ??? w g W est principal, si: a , aÂ Á i i i i i1 m j jq1
< 4 < y1s y1 et i , . . . , i s m. Il est clair que si w est principal, alors w est1 m
aussi principal. Pour chaque element principal w s w ??? w , nousÂ Â i i1 m
definissons l'operateur P [ P J y1 dans H. Remarquons que pourÂ Â w a w wi i1 1
w s w , P s P . Nous designerons par V le noyau de P . On aÂi w a w wi
LEMME 4.1. Si w s w w est principal de longeur 2, alors J est uni j w
isomorphisme de V sur V .w wi j
 .Demonstration. Elle resulte de 2.13.2 .Â Â
PROPOSITION 4.2. Soient w s w ??? w principal et x g V li i w ??? w1 m i i2 m
V l ??? l V . Alorsw ??? w wi i i3 m m
x g V m x g V y1 .w w
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Demonstration. La proposition se demontre par recurrence sur m. SiÂ Â Â
m s 2, on a w s w w et en plus x g V . Alorsi j w j
x g V m P J x s 0w a wi j
m J J P J x s 0 corollaire 2.8 .w w a wi j i j
m P J J 2 x s 0 d'apres 2.13.2 . .Áa w wj i j
m P J x s 0 d'apres 2.7.2 . .Áa wj i
m x g V y1 .w
 .En general pour tout m G 2, on a comme dans le cas ou m s 2Â Â Á
 .x g V m P J J x s 0. C'est-a-dire, P J J x s 0. On peutÁw a w w ??? w a w ??? w wi i i i i i i i2 1 3 m 2 3 m 1
y1alors utiliser l'hypothese de recurrence, et on obtient x g V .Á Â w
w x  .Maintenant, nous allons construire un sous G-module de M s C G e U
qui est un module de representation du groupe de Weyl W de G. LaÂ
methode utilisee considere certaines branches connexes orientees duÂ Â Á Â
graphe de Dynkin de W. Celles-ci nous fournissent des operateurs P , ouÂ Áw
w est principal et oriente par la branche. Ensuite nous construisons le sousÂ
G-module cherche comme l'intersection des noyaux V . Plus precisement:Â Â Âw
 .4.3 On considere d'abord le cas ou W est de type A :Á Á n
a a a a1 2 ny1 n
o o ??? o o
Prenons le graphe oriente de gauche a droite Aq de A , alors nousÂ Á n n
 q. qdefinissons S A [ F V , ou w est principal et oriente par A . ParÂ Á Ân w w n
 4exemple si n s 3, on a w g w , w , w , w w , w w , w w w . Si on note1 2 3 1 2 2 3 1 2 3
Ay l'autre orientation de A , on peut deduire de la proposition 4.2 queÂn n
 q.  y.S A s S A . Donc, nous noterons ce sous G-module de M simple-n n
 .ment S W . On a
 . LEMMA 4.4. Le G-module S W est stable par les operateurs J 0 -Â w i
.i - n .
Demonstration. Elle est analogue a la demonstration du theoreme 2.17Â Á Â Â Á
w xde 11 .
 .4.5 Si W est de type D . Posonsn
o any1
a a a1 2 ny3
D : o o ??? o o any2n
o an
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 . 1 2 3 1 2On definit S W comme l'intersection S l S l S , ou S et SÂ Á
 .sont donnes, suivant 4.3 , par les graphes de type A suivants:Â
a a a a1 2 ny2 ny1
1o o ??? o o definit S .Â
a a a a1 2 ny2 n
2o o ??? o o definit S . .Â
Le sous G-module S 3 est egal a l'intersection de tous les noyaux desÂ Á
operateurs P J , ou w est principal et parcourt le graphe de type AÂ Áw w wny 1 n
oriente de gauche a droite suivant le graphe:Â Á
a a a a1 2 ny3 ny2
36 6o o ??? o o definit S . .Â
 .  .4.6 Enfin, considerons le cas ou W est de type E n s 6, 7, 8 . PosonsÂ Á n
a a a a a1 3 4 ny1 n
E : o o o ??? o on
o a2
 .  . 1 2Comme dans 4.5 on definit S W comme l'intersection S l S lÂ
S 3, ou S 1 et S 2 sont donnes par les graphes de type A suivants:Á Â
a a a a1 3 4 2
1o o o o definit S .Â
a a a a a1 3 4 ny1 n
2o o o ??? o o definit S . .Â
Et S 3 est l'intersection de tous les noyaux des operateurs P J , ouÂ Áw w 2
w s ??? w ??? est principal et parcourt le graphe oriente de gauche aÂ Á4
droite ci-dessus.
Par exemple si W est de type E , on a S 1 s F V , S 2 s F V ,6 w g C w w g C w1 2
et S 3 est egal a l'intersection des noyaux des operateurs P J , ou wÂ Á Â Áw w 2
parcourt tout les elements de C , qui content w , avecÂ Â 2 4
 4C s w , w , w , w , w w , w w , w w , w w w , w w w , w w w w ,1 1 2 3 4 1 3 3 4 4 2 1 3 4 3 4 2 1 3 4 2
C s w , w , w , w , w , w w , w w , w w , w w , w w w , w w w ,2 1 3 4 5 6 1 3 3 4 4 5 5 6 1 3 4 3 4 5
4w w w , w w w w , w w w w , w w w w w .4 5 6 1 3 4 5 3 4 5 6 1 3 4 5 6
THEOREME 4.7. L'application w ¬ J determine une representationÂ Á Â Âi w i
  . .S W , t de W.
 .Demonstration. Il est clair que sur S W les relations de Coxeter sontÂ
verifiees. Donc, il reste a voir la stabilite de W par les operateurs JÂ Â Á Â Â w i
 .1 F i F n . Par le lemme 4.4 on a la stabilite pour W de type A. Dans lesÂ
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 .autres cas, on utilise 2.13.2 , les lemmes 4.1 et 4.4. La verificationÂ
s'effectue par un calcul direct.
 .  .Notons que S s S W est un G, N -bimodule, ou l'action s de NÁsd sd
 .sur S est donnee par s x s t ( H x, pour n s wt, w g W, t g T ,Â n w r
 .x g S . En plus, on a une action r G s ou r denote l'action de G sur SÁ
 . du produit direct G = N sur S , donnee par r G s s r (s g gÂsd  g , n. g n
.G, n g N .sd
 .Dans la section suivante, nous etudierons la decomposition du G, N -Â Â sd
bimodule S . Ainsi, on trouvera un principe de ``dualite'' entre les repre-Â Â
sentations de Steinberg generalisees de G et certaines representationsÂ Â Â Â
de N . Pour ceci, on utilisera le lemme suivant de caractere general.Á Â Âsd
 .LEMME 4.8. Soient G et H deux groupes finis, et V un G, H -bimodule,
alors la composante G-isotypique I de type p dans le G-module V estp
 .isomorphe au G = H-module U m Hom U , V , ou U denote une com-Á Âp G p p
posante irreductible de type p de la G-decomposition de V. Si on note sÂ Â
 .l'action de H sur V, l'action s sur le H-module Hom U , V est donneeÄ ÂG p
  ..par s f s s (f h g H, f g Hom U , V .Äh h G p
Â5. DECOMPOSITION DE S
 .Nous designerons par M l caractere de T le sous G-moduleÂ Ál
w x  . w x  . GC G e B du G-module M s C G e U de la representation induite | .Âl U
ÃOn sait que M s [ M , ou l parcourt le groupe de caracteres T de T.Á Áll
 .En plus, si x g M on a: x g M si et seulement si R x s l t x, t g T.l t
Ã wLe groupe de Weyl W opere sur T. On notera l l'action de l'elementÁ Â Â
Ã w w y1 .  .  .w de W sur l g T. De facËon plus precise l t s l t s l ntn , ouÂ Á
 . w xn g N est tel que z n s w. D'apres 12, Sect. 2 le stabilisateur W de lÁ l
dans W est aussi engendre des reflexions. En outre, Kilmoyer montre qu'ilÂ Â
q   4.existe P : F tel que W , w ; i g P soit un systeme de Coxeter.Ál l i l
w xAlors d'apres le theoreme 1.4 7 , dans chaque orbite de l'action de WÁ Â Á
Ã Ãsur T , on peut trouver un element d g T tel que son stabilisateur soit unÂ Â
sous-groupe parabolique2 de W. Nous dirons que d est un element para-ÂÂ
Ãbolique de T. Enfin, rappelons que M est isomorphe a M si et seule-Ál m
ment si l et m appartiennent a la meme orbite.Á Ã
Ã  . wPROPOSITION 5.1. Soint w g W et l g T , alors J M s M .w l l
 .  .wDemonstration. On deduit de 2.15.3 , R J s J R t g T , w g W .Â Â t w w t
w .wDonc, pour x g M on a R J x s J R x s l t J x.l t w w t w
2  :Ici, les sous-groupe parabolique sont les J , ou J : S.Á
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Ã .LEMME 5.2. Soient a s a g D et x g M l g T , alorsi l
q y 1 x si w g W l S . i lI a x s 5.2.1 .  .  . 0 si w f W l Si l
yx si w g W l Si l
C a x s 5.2.2 .  .  . G c , l( h x si w f W l S .a i l
 .  . . .=ou G c , l( h est la somme de Gauss classique  c r l( h r .Á a r g K a
 .  .  .Demonstration. Comme e B s e U e T , on aÂ l l
I a e B s e U e T h r . .  .  .  .  . . l l a
=rgK
 .  . < <y1  y1 .   ..Mais, e T h r s T  l u ul h r , doncl a ug T a
1
y1I a e B s e U l u u l h r .  .  .  .  . .  . l a< <T =ugT rgK
s e B l h r . .  . .l a
=rgK
< < < <Or, dans le cas ou D s 1 l'assertion est claire. Si D G 2 nous consideronsÁ Â
  ..=l'homomorphisme surjectif h du lemme 1.2. On a alors  l h r sr g K a
< <y1  w i y1 . .  .Ker h  l l t , d'ou l'assertion 5.2.1 . L'autre affirmation seÁt g T
demontre de la meme maniere.Â Ã Á
 .Nous noterons L w g W , la restriction de R au sous G-module Mw w l
de M. Cela revient a dire que si l est parabolique, le systeme L s L ;Á Á a wa
4w g W l S est un systeme de generateurs standard de l'algebre deÁ Â Â Áa l
 .Hecke H s H G, B, l de M .l l
 .COROLLAIRE 5.3. La restriction de l'operateur J a g D a M est egaleÂ Á Âa l
y1  .a yL pour w g W l S, et egale a G c , l( h L sinon.Á Â Áa a l a a
Demonstration. Le corollaire resulte du lemme de ci-dessus, et du faitÂ Â
y1 y1 y1 .bien connu que L s q L q q y 1 , a g D.a a
Maintenant, nous allons definir la representation de Steinberg gene-Â Â Â Â
w xralisee de G. Pour ceci, nous utiliserons l'expose de R. Kilmoyer dans 12 .Â Â
Ã w x w x.DEFINITION 5.4 definition 6.2 de 12 , cf. 4, 6 . Pour chaque l g T ,Â Â
les representations M et la representation de Gelfand]Graev ont uneÂ Âl
seule composante commune St . Les elements de la serie de representa-Â Â Â Âl
tions de Steinberg generalisees sont les composantes St . On peut regarderÂ Â Â l
w xles elements de cette serie comme les G-modules St s C G j , ou j estÂ Â Â Ál l l
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w x  .  .l'idempotent de C G donne par j s e U n e B , ou f est un caractereÂ Á Ál f 0 l
en position generale de U, et ou n g N est un representant de l'uniqueÂ Â Á Â0
element de W de longueur maximale.Â Â
 w  .xLEMME 5.5 Kilmoyer 12, 6.3 . Soit a g D tel que w g W l S, alorsi i l
 .on a R j s yj .w l li
ÃPROPOSITION 5.6. Soient a s a g D et l g T , alorsi
j si w g W l Sl i l
J j s 5.6.1 .  .a l y1 q G c l( h R j si w f W l S .  .1 a a l i l
P j s 0. 5.6.2 .  .a l
 . y1  . .   . ...Demonstration. On a J j s q I a j q R I a j , alors desÂ a l l a l
 .lemmes 5.2 et 5.5 on deduit l'assertion 5.6.1 . Nous procedons de la memeÂ Â Ã
 .maniere pour demontrer 5.6.2 .Á Â
PROPOSITION 5.7. Soit l un caractere parabolique de T , alors St s x gÁ l
4M ; J x s x, w g W .l w l
 4Demonstration. Soit S s x g M ; J x s x, w g W . Posons W l SÂ l l w l l
 4s ¨ , . . . , ¨ le systeme de generateurs du sous-groupe parabolique W .Á Â Â1 m l
 .  .D'apres 5.6.1 , j est un point fixe pour J 1 F i F m , donc St : S .Á i ¨ l li
Pour demontrer l'egalite il suffit de voir que S est irreductible. Con-Â Â Â Âl
siderons l'algebre des endomorphismes s de S . On peut regarder sÁ l
comme sous-algebre de H ; alors l'algebre s est engendree par la restric-Á Á Âl
tion des operateurs J , donc s est trivial et S est irreductible.Â Â¨ li
PROPOSITION 5.8. La decomposition du G-module S est donnee parÂ Â
S s [ St .Ã llg T
Ã .  .Demonstration. D'apres la proposition 5.1 et 5.6.2 , St l g T est unÂ Á l
sous G-module de S . Soit U un sous G-module irreductible de S . NousÂ
pouvons supposer que U est une composante de la representation induiteÂ
M , ou l est parabolique. Alors U est contenu dans le noyau de P , pourÁl a
 .tout a g D. Alors d'apres 2.17 :Á
J I a x s I a x , .  .a
pour tout x dans U ; donc d'apres le lemme 5.2, J x s x, pour tout wÁ a a
dans le systeme de generateurs W l S du sous-groupe parabolique W .Á Â Â l l
Par suite, d'apres la proposition 5.7, le sous G-module U est St .Á l
 .En appliquant le lemme 4.8 au G, N -bimodule S , on peut regardersd
la composante isotypique de type l de la G-decomposition du module SÂ
 .  .comme le G = N -module St m Hom St , S . Considerons le N -Âsd l G l sd
JESUS JUYUMAYAÂ66
module induit L de N s W h T a N , de la representation unidimen-Á Âl l sd
 .  .sionelle C, 1 m l . Les N -modules L et Hom St , S sont isomorphes.sd G l
En effet, on a un N -isomorphisme w, definit parÂl
ww z
z ¬ j ¬ zj z g C ; . /l l
alors l'assertion se deduit de la reciprocite de Frobenius. Ainsi, comme LÂ Â Â
est irreductible, on tire de la proposition 5.8 le theoreme suivant.Â Â Á
 .THEOREME 5.9. Le G, N -bimodule S donne une correspondanceÂ Á sd
entre les representations de Steinberg generalisees de G et certaines representa-Â Â Â Â Â
 .tions de N . Plus precisement, la decomposition du G = N -module S estÂ Â Âsd sd
donnee parÂ
S , St m Hom St , S , .[ l G l
lgP
Ãou P est un systeme de representants de l'action de W sur T.Á Á Â
6. REMARQUES
Voici quelques questions a etudier:Á Â
 . 6.1 Soit F le G-caractere de S , alors il existe une famille Q ; i g I,Á i
4U : Q de sous-groupes de G, tel quei
G  4F s « 1 , « g y1, 1 , i Q ii
igI
ou 1G est le caractere de la representation induite de Q a G de laÁ Á Â ÁQ ii
representation triviale. Le decomposition ci-dessus est un certain analogueÂ Â
de la ``decomposition virtuelle'' du caractere de Steinberg classique, cf.Â Á
w x67.10 3 .
 .  w x.6.2 cf. lemme 4 de 14 . Soit u une indeterminee sur C. Soit A leÂ Â
w x  4C u -module libre de base a ; n g N . Alors A admet une structuren sd
d'algebre qui satisfait aux relations:Á
X X
X Xa a s a si l n n s l n q l n .  .  .n n n n
y1A a a s a q u y u b a si l w n - l n .  .  .  .w n w n w n aa a a
B a b s b a s yuy1 b , . w w w w wa a a a a
y1 y1 .  4= =ou b s q y q  a y a  a , et l est la fonctionÁ w r g k h  r . w r g k h  r .a a a a
longueur l etendue a N .Â Á sd
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 .  .Remarquons que sous l'hypothese A , la relation B est equivalent a laÁ Â Á
2  y2 .relation quadratique a s 1 q u y 1 b .w wa a
 .  .  . w x6.3 L'affirmation 6.2 entraõne que les algebres H G, B, | et C NÃ Á sd
sont isomorphes, et on peut regarder alors la premiere algebre commeÁ
une deformation de la deuxieme. En particulier, on deduit d'un theo-Â Á Â Â
w x w x w xreme de Yokonuma 14 que les algebres de groupe C N et C N sontÁ Á sd
isomorphes.
 .  .  .6.4 Soit V « l'algebre de Vassiliev, c'est a dire, V « [Á Án n
w x  y1 : w xC MB r g y g y « a , ou « g C et C MB est l'algebre du monoideÁ Án i i i n
w x y1de tresses MB , voir 1 . Rappelons que MB est engendree par g , g , aÂn n i i i
 .1 F i F n , avec les relations
g gy1 s gy1 g s 1i i i i
g a s a gi i i i
g g s g g¦i j j i¥ < <a a s a a si i y j G 2i j j i§a g s g ai j j i
g g g s g g gi j i j i j < <si i y j s 1.5a g g s g g ai j i j i j
Soit G de type A. Soit P la sous-algebre de H engendree par J , Jy1, P .Á Ân i i i
Il est clair que l'on a toutes les relations qui definissent l'algebre deÂ Á
Vassiliev en remplacËant g par J , gy1 par Jy1 et a par P . Ainsi, oni i i i i i
 y1 .obtient un morphisme surjective de V q y q sur P . Remarquons quen n
dans P on a la relation plus exigeante suivanten
J P s P J s yqy1P .i i i i i
 .Nous regardons cette relation au niveau des brins non orientes commeÂ
 .q s grado de torsion? .Â
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Les questions a etudier sont: la dimension de P , la representationÁ Â Ân
 .matricielle des groupes de tresses sur P et sa relation avec la represen-Ân
tation de Burau, les traces de Markov sur P , le rapport de l'algebre PÁn n
w xavec l'algebre de Birman]Murakami]Wenzl, voir 9 .Á
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